§ MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII

CENTRUL NATIONAL PENTRU CURRICULUM SI EVALUARE

VIII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXV. EMMV
megyei szakasz, 2026. februar 7.

VIII. osztaly

1. feladat (30 pont). Adottak az

a=(V2-1)"+[1-v2- (%-(2\/5)1) 2v2 és

b= (<m)1+ (M)l) : <\/9+4\/§+ \/9—4¢§>

valés szamok.

a) Szamitsd ki az a és b szamok egész részét!

b) Igazold, hogy az

E=vV4—4a+ a2+ Vb2 —6b+9—Va2—2ab+ b2

egész szam!

Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Az a szamot egyszertibb alakra hozzuk:

@ = 1 +\/§—1—(i_i)-2\/§

V2 -1 V2 2V2
= V24+1+V2-1-(2-1)
= 2V/2-1.

Mivel v2 € (1,2), ezért 2v/2 € (2,3), igy a € (1,2). Tehdt az a szam egész része [a] = 1. (9 pont)
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VI. OMMO - megyei szakasz - VIII. osztaly

A b szamot is egyszertibb alakra hozzuk:

b = ((m)lJr <\/m)l> : (\/9+4\/§+ \/9—4¢§)

9-4v2 |9+ 4/2
- 1+\/m+ 9_ 12
\/(9—4\/5)2 \/(9+4\/§)2
+
V49 V49
2+I9—;lﬂ|+l9+;h/§l

9—4v2  9+42
+ \/_+ 7\/—

+1

= 2+

= 2

7
18 32
pu— 2 _— = .,
* 7 7

Mivel 2 € (4,5), ezért a b szam egész része [b] = 4. (6 pont)

Megjegyzés. Eszrevehetjiik, hogy 9 + 4v/2 = (1 +2v/2)? és 9 — 4/2 = (1 — 2v/2)?, igy révidebben
is kiszamithato a b értéke.

b)
E = V4i—4da+a>+ Vb2 —6b+9—Va>—2ab+ b2
= V2-a)+/(b-3)* = (a—1b)?
= 2—a|l+|b—3]—|a—0|.
(6 pont)
Tovabba
a<2 = |2—a|=2—a,
b>3 = |b—3|=0b-23,
a<b = |la—b=0b-a.
(3 pont)
Ez alapjan
E = 2—a+b-3—(b—a)
= 2—-a+b—-3-b+a
= —-1eZ.
(3 pont)
|

2. feladat (30 pont). Az a és b nullatol kiilonb6z6 természetes szamok, a > b és m, — m, = 18,
ahol m, és my az a és b szamok szamtani, illetve mértani kozepét jeloli. Hatarozd meg az a és b
természetes szamokat a kovetkezs esetekben:
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a) va+vb=18
b) a—b=120
Simon Jozsef, Csikszereda
Elsé megoldds. Hivatalbol (3 pont)
a) Felhasznalva, hogy m, = “TH’ és my = Vb, azt kapjuk, hogy
a;—b—\/@:m. (3 pont)
Atalakitasok utan
a+b—2vVab =36 < (va—Vb)> = 36. (3 pont)
Mivel a > b, ezért \/a — v/b = 6. (3 pont)
Tehat
Va—+ Vb =18 és va— Vb =6,
ahonnan kovetkezik, hogy a = 144 és b = 36. (6 pont)
b) Az a — b = 120 egyenldség ekvivalens azzal, hogy (v/a — v/b)(v/a + v/b) = 120. (3 pont)
Mésrészt \/a — Vb = 6, igy /a + /b = 20. (3 pont)
Tehét
Va+vb=20 ¢ a—Vb=6,
ahonnan kovetkezik, hogy a = 169 és b = 49. (6 pont)
|
Masodik megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Mivel a,b € N* és \/a + Vb = 18 € N, ezért ismert, hogy +/a és V/b is természetes szam kell, hogy
legyen. (3 pont)
Mivel a > b, ezért \/a > v/b. Ha \/a, Vb € N* és /a+ /b = 18, valamint \/a > Vb, kovetkezik, hogy
(Va,Vb) € {(17, 1), (16, 2), (15, 3), (14, 4), (13, 5), (12, 6), (11, 7), (10, 8)},
vagyis
(a,b) € {(289, 1), (256, 4), (225, 9), (196, 16), (169, 25), (144, 36), (121, 49), (100, 64)},

(6 pont)

ahonnan

(ma, my) € {(145, 17), (130, 32), (117, 45), (106, 56), (97, 65), (90, 72), (85, 77), (82, 80)}.

Ezek a szampéarok koziil csak az a = 144 és b = 36 esetén lesz az m, — my = 18. (6 pont)
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b) Hasonlb6an, mint az el6z6 megoldas esetén.
[

3. feladat (20 pont). Adott az ABCD négyzet és a térben egy olyan P pont, amelyre a PAD
haromszog egyenld szart és P-ben derékszogt, illetve a PBC haromszog egyenld oldala.

a) Igazold, hogy a (PAD) és (PBC) sikok mer&legesek egymésra!
b) Hatérozd meg a (PAD) és (PBC') sikoknak az (ABCD) sikkal alkotott szogét!

c¢) Bizonyitsd be, hogy az A pontnak a PD szakasz felez6pontja szerinti szimmetrikusa egybeesik a
B pontnak a PC' egyenes szerinti szimmetrikusaval!

Simon Jozsef, Csikszereda, Matlap 10/2025, A:2504

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Legyen d a P ponton athaladé, AD-vel parhuzamos egyenes. Igy d benne van a (PAD) sikban
és mivel AD||BC, a (PBC') sikban is. Tehat a (PAD) és (PBC) sikok metszésvonala a d egyenes.
Jelolje M, illetve N az AD, valamint a BC szakasz felez&pontjat, és legyen a négyzet oldalhossza
BC' = a. Mivel a PBC haromszog egyenls oldala, igy PN L BC, de BC' || d, ezért PN L d. A
PAD héaromszogben PA = PD, ezért PM 1 AD, de AD || d, igy PM L d. Tehat a (PAD) és
(PBC) sikok szoge az M PN szog. (4 pont)

Megjegyzés. Ha a versenyz6 csak megnevezi a két sik szégét, de nem indokolja meg, akkor 2 pont
jar.

Az a oldalhossztt PBC' egyenld oldalt haromszoghen PN magassag, ezért PN = %g A PAD
egyenld szart derékszogi haromszogben PM = AM = MD = 5. A PM N haromszogben

2
2
PM?+ PN? = (5) + (‘“f) —a? = MN?,
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tehat MPN = 90°, vagyis PM L PN, innen kévetkezik, hogy a (PAD) és (PBC) sikok merélegesek
egymasra. (4 pont)

b) Mivel PM L AD és MN L AD, ezért a (PAD) és az (ABCD) sikok szoge a PM N szog.

(2 pont)
Tovabba PN L BC és MN | BC, ezért a (PBC') és az (ABCD) sikok szoge a PN M szog.

(2 pont)
Tehat meg kell hatarozni a PMN derékszogi haromszogben a hegyesszogek mértékét. A PMN
haromszogben a P szog 90°, MN = a és PM = 5, ezért PNM = 30° és PMN = 60°. (2 pont)

c) Jelolje R, illetve S a PD, valamint a PC' szakasz felez&pontjat.

Az RS szakasz kézépvonal a PDC haromszdgben, ezért RS || DC és RS = £¢ = 48, De DC' || AB,
ezért RS || AB, tehat az A, B, R és S pontok egy sikban vannak, ezért AR és BS metsz6 egyenesek.
Legyen T az AR és BS egyenesek metszéspontja. Az RS || AB és RS = %, ezért RS kozépvonal az
ABT haromszogben, tehat T az A pontnak az R felez6pont szerinti és a B pontnak az S pont szerinti
szimmetrikusa. Mivel S a PC' felez6pontja, ezért BS L PC a PBC' egyenl§ oldali haromszogben,
igy a B pont PC egyenes szerinti szimmetrikusa megegyezik a B pont .S pont szerinti szimmetriku-
saval. (4 pont)

4. feladat (20 pont). Egy tompaszogli haromszog oldalhosszai méterben kifejezve 2-nél nagyobb
egymas utani paratlan természetes szamok, és egyik sem négyzetszam. Hatarozd meg a haromszog
oldalainak hosszéat és a tompaszog mértékét!

David Géza, Székelyudvarhely

Elsdé megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Legyenek a haromszog oldalai méterben kifejezve AC' = p—2, AB = p és BC' = p+ 2 hossziséaguak,
p paratlan és p > 5. Mivel BC' a leghosszabb, ezért az A szog a tompaszog. (2 pont)

Jelolje D a C pontnak az AB-re esé mer6leges vetiiletét. Az AD = x méter és a C'D = h méter.
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C

p+2

B Pl D
Mivel az ADC és a BDC haromszog derékszogi a D-ben, Pitagorasz tétele alapjan

??+h?=(p—2)* és
(p+a)* +h* = (p+2)* (4 pont)

A két sszefiiggést kivonva egyméasbol azt kapjuk, hogy (p+x)? — 2% = (p +2)? — (p — 2)?, ahonnan

p? + 2px = 8p.
Ezt elosztva p > 5-tel

p+2x =8. (4 pont)
Mivel p > 5 pératlan természetes szam, ezért p =5 vagy p = 7. (2 pont)
Ha p =7, akkor p + 2 = 9, ami négyzetszam, ezért nem megoldas. (2 pont)
Ha p =5, akkor p—2 =3, p+2 =17 ¢és z = 1,5. Ebben az esetben AC = 24D, tehat az ADC
derékszogt haromszogben C' = 30° és A = 60°. (2 pont)

Tehat az ABC haromszogben a tompaszog 120°, az oldalak pedig 3m, 5m és 7m hosszisaguak.
(2 pont)
|
Masodik megoldds. Hivatalbol (2 pont)

Legyenek a haromszog oldalai méterben kifejezve AC' = 21 + 1, AB = 2l — 1 és BC = 2[4+ 3
hosszusaguak, ahol [ > 2. Mivel ABC' tompaszdgli hdromszog, ezért

BC? > AB* + AC? (4 pont)
— (20 +3)*> (21 —1)* + (21 + 1)
= 0>4-121—-7
= 0>41*-121+9 16
< 16 > (20 — 3).

Mivel [ > 2 természetes szam, ezért az [ lehetséges értékei: 2 és 3. (6 pont)
Ha [ = 3, akkor BC' = 9, ami négyzetszam, tehat nem lehetséges. Ha [ = 2, akkor AB =3, AC =5
és BC =1T1. (4 pont)

Ebben az esetben a haromszog teriilete Héron képlete alapjan

r=vibmar- - =% (2 -0) (5 -5) (B -7) < 22

Ugyanakkor Typc = AB'#, ahol CD az ABC haromszog C csticsabol huzott magassaga.
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Ez alapjan

4 2
Az ADC haromszoégben
sin A = C—D = ﬁ
AC 2’
igy DAC = 60°, tehat BAC = 120°. (4 pont)

Hivatalbol 6sszesen: 10 pont.

Pontszam 06sszesen: 90 pont.

FONTOS TUDNIVALO!

Az els6 két feladat esetében minden javité minden részpontszama 3-nak tobbszorose
kell legyen, az utols6 két feladat esetében minden javité minden részpontszama 2-nek
tobbszorose kell legyen. Tehat a javitokulcsban megadott pontokat csak akkor lehet
felbontani, ha azok 3-nal, illetve 2-nél nagyobbak és ebben az esetben is csak 3, illet-
ve 2 tobbszoroseire. Ez érvényes az esetleges alternativ megoldasokra is, amelyek a
javitokulcsban megadott megoldastol eltérnek.
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