MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII

CENTRUL NATIONAL PENTRU CURRICULUM SI EVALUARE
VIII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXV. EMMV
megyei szakasz, 2026. februar 7.

IX. osztaly

1. feladat (30 pont). Az a,b, c egymastol paronként kiilonbozé valos szamokra teljesiilnek az
Grar=0V+br=c+cx
Osszefiiggések, ahol x egy adott valos szam.
a) Mutasd ki, hogy a +b+ ¢ = 0.
b) Igazold, hogy
la+y|+[1+y—0 >|c+1|,Yy € R.

Cziprok Andrds, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
a) d®+ar=0+br < -0+ (a—-br=0 < (a—b)(a®*+ab+b*+2)=0,dea—b=+#0,
fgy a*> +ab+b0*+z =0, (6 pont)
Hasonloan b? + bc + ¢ + x = 0. (3 pont)
A két egyenletet kivonva egymasbol kapjuk, hogy a®> —c* +bla—¢) =0 < (a—c)(a+b+c) =0,
ahonnan mivel a # ¢ kovetkezik, hogy a + b+ ¢ = 0. (6 pont)
b) a+b+c=0 = a+b=—c (3 pont)
Hasznélva a haromszog-egyenlGtlenséget irhatjuk, hogy
la+yl+1+y—bl=lat+yl+[-(1+y—0b) (3 pont)
=lat+yl+lo—y—-1=la+y+b—y—1 (3 pont)
=|—c—1|=|c+1],Vy € R. (3 pont)
[ |

2. feladat (30 pont). Az ABC hegyesszogi haromszogben ABC = 2ACB és D a BC oldal fele-
zépontja. Ha E a D kezd6pontt DB félegyenes azon pontja, amelyre AB = 2D FE, akkor bizonyitsd
be, hogy:

a) E a B és D pontok kozott talalhato;

b) AE az ABC haromszog magassagal

Matlap 10/2025, L:3948

Olasz Ferenc, Szatmdrnémeti
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Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

C

a) Jeloljiik az ACB meértékét a-val. A feltétel alapjan ABC = 2a. Ugyanakkor az ABC' haromszog
hegyesszogt, tehat 2a < 90° és igy a < 45° (3 pont)
Ha G az AB felez6pontja, akkor GB = = DE. Viszont a BGD haromszogben BDG = a (mert
GD kozépvonal, tehat parhuzamos AC’-Vel), GBD = 2a, tehat BGD = 180° — 3a. Az a < 45°
egyenlGtlenség alapjan 180° — 3a > «, tehat BD > BG mert a BG'D haromszogben nagyobb szoggel

szemben nagyobb oldal van. (6 pont)

Ebbdl kovetkezik, hogy DE = GB < DB, tehat E a BD szakasz bels§ pontja. (3 pont)
— — 2 —

b) Ha BF az ABC szoglelezje (F € AC), akkor FBC = 7& = a = FCB, tehat BFCA egyenlt

szara. (6 pont)

BFC/ egyenl§ szaru

D a BC felez6pontja } = FD L BC.

Mivel BF az ABC szogfelezGje, a szogfelezGtétel alapjan irhatjuk, hogy
AB AF

Ekkor Thalesz forditott tételét alkalmazva irhatjuk, hogy
ED 42 AB _ AP g

— === FD | AE. t
DC~ BC T BC  FC | (3 pont)

FD 1 BC
= AF 1 BC = AFE az ABCA magassaga. (3 pont)

FD | AE
[ |

3. feladat (20 pont). a) Igazold, hogy:

\ﬂ+a<1+g,Va>0

b) Tekintsiik az (a,),>1 szamtani haladvanyt, amelyben r > 0,a; > 0 és 4ajas > 1. Képezziik az

S, _Z\/1+
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Osszeget, ahol n € N*,
Mutasd ki, hogy [S,] = n,Vn € N*, ahol [z] az x szdm egész részét jeloli.

Cziprok Andrds, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
a® a2 a
VITa<[l+a+ T = (1+§) — 1+ 2,%a > 0, abol felnasmaltuk, hogy 1+ 4 > 0.
(6 pont)
b)
2
[ N A . —
g gy 10k 12 2005410k 12
20,410k 12
1/ 1 1 .
=14+ - ,Vk € N*. (2 pont)
2 \apapyr  Apy10rg2

Mivel a; > 0,7 > 0, ezért a, > 0 barmely n € N* esetén. Felhasznalva az a) alpont eredményét
irhatjuk, hogy:

T 1 T 1 1 1
4 — <l — =14 -= - . (2 pont)
Ak 110k 42 2 apQp10p42 4 \ araps1  Qpy1Qppo

1
5= e — {1 o1 ( )}
Z \/ A Qk+10k+2 ; ApQp11 ak+1ak+2
1 1
= Z 1+ - Z ( - ) (2 pont)

ApQr4+1 Qp+10k+2

1 1 1 1
—n+—< - ) <n+ <n+1, mivel 4ajay > 1. (2 pont)
4 \ aiay Apn4-1Gn4-2 dayay

Sn:;\/l—i— >;\/_—n (2 pont)

A fenti két dsszefiiggésbdl adodik, hogy n < S, < n + 1, ahonnan [S,] = n,Vn € N*. (2 pont)

QpQp410k4+2

4. feladat (20 pont). a) Egy varos altalanos és kozépiskolai tagozatain (5. osztéalytol 12. osz-
talyig) Osszesen 2026 didk jar. Ha minden évfolyamon legfeljebb 5 kiilonb6zd iskolabol vannak a
tanulok, akkor igazold, hogy van egy iskola a varosban, ahonnan legalabb 26 fiti vagy legalabb 26
lany szarmazik ugyanarrol az évfolyamrol!
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b) Igazold, hogy 2025 tetszSleges egész szam koziil kivalaszthato 324 darab szam, amelyeknek Gsszege
oszthato 36-tal!

Koncse Baldzs, Csikszereda

Elsé megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Ha minden évfolyamon legfeljebb 5 kiilonb6z6 iskolabdl vannak tanulok, akkor legtébb 8 - 5 = 40
csoport van, amelyek egy iskola egy évfolyamba tartozé didkjait tartalmazzak (és nem iiresek).

(2 pont)
Mivel 2026 : 40 = 50, maradék 26, ezért van olyan iskola, amelynek valamelyik évfolyamén legalabb
51 didk van (mert ha minden iskola minden évfolyaman legfeljebb 50 didk volna, akkor a didkok

széama legtobb 40 - 50 = 2000 lehetne). (4 pont)
Igy ennek az iskolanak a szoban forgo évfolyaman kell lennie legalabb 26 lanynak vagy legalabb 26
fianak. (2 pont)

b) Igazoljuk, hogy barmely harom egész szam koziil kivalaszthato 2, amelynek Osszege paros. Valo-
ban: harom szam koziil kett§ azonos paritasu, ekkor osszegiik oszthato 2-el. (2 pont)
[gazoljuk, hogy barmely 6t egész szam koziil kivalaszthaté harom, amelynek Gsszege oszthatd hé-
rommal. Ha a szdmok kozott van harom olyan, amely hdrommal osztva ugyanazt a maradékot adja,
akkor az Osszegiik oszthatdé harommal. Ha nincs koztiik harom olyan, amely harommal ugyanazt a
maradékot adnd, akkor van koztiik 3k, 3ks + 1, 3k3 + 2 alakt (ky, ko, k3 € Z), amelyeknek az Gsszege
oszthaté harommal, igy mindig van koztiik harom, amelynek Gsszege oszthaté harommal. (4 pont)
Igy tizendt szam kozott van harom szamharmas, amelyekben a szamok Osszege oszthato 3-al. Ha a
harom szamharmasban a szamok 6sszege rendre a, b, ¢, akkor mivel mindhérom oszthat6 3-mal, ezért
a+ b+ c = 3k + 3ko + 3ks, ahol kq, ko, ks € Z. A fenti tulajdonsag alapjan a kq, ks, k3 szamok koziil
kivalaszthato ketts, amelyek Osszege paros, legyen példaul ky, ko, ekkor a + b = 3(ky + ks) oszthato
hattal. Ezzel kimutattuk, hogy barmely 15 szadm koziil kivalaszthato hat, amelyeknek Osszege oszt-
hato hattal. (2 pont)
A 2025 szamot osszuk fel 135 darab, egyenként 15 elemi csoportra. Az el6z6ek szerint mindegyik
15-6s csoportbol kivalaszthaté 6 szam gy, hogy Osszegiik 6-tal oszthato legyen. Jeldlje az igy ki-
valasztott szam hatosok Osszegét rendre S; i € {1,...,135}. Igy S; = 6t; valamely t; € Z esetén.
Most a ty,ts, ..., 1135 szamokat osszuk fel 9 darab, egyenként 15 elemi csoportra. Alkalmazva is-
mét a fenti allitast (a 15 szamra), mindegyik ilyen 15-6s csoportbol kivalaszthato 6 darab t¢; gy,
hogy Osszegiik 6-tal oszthatd legyen. Ennek megfelelGen a kivalasztott S; = 6t; Osszegek Osszege
> S; = 6> t; 36-tal oszthato. Mivel egy-egy S; mindig 6 darab eredeti szam Osszege, a kivalasztott
hat .S; szam 0Osszege 6-6 = 36 szam kivalasztasat jelenti az eredeti szamok koziil. Ezt 9-szer végezziik

el (mert a ty,to, ..., t135 szamokat 9 csoportra bontottuk), ezért dsszesen a 9 csoportbol kivalaszthatod
9- 36 = 324 darab szam, amelyek Osszege oszthato 36-tal. (2 pont)

|
Masodik megoldds. Hivatalbol (2 pont)
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a) Mivel Gsszesen 8 évfolyam van és 2025 : 8 = 253, maradék 1, a skatulyaelv miatt létezik olyan

éviolyam, amelyre legalabb 254 didk jar. (2 pont)
Mivel egy évfolyamra legfeljebb 5 iskolabol jarnak tanulok és 254 : 5 = 50, maradék 4, van olyan
iskola, ahol egy évfolyamon legalabb 51 tanulo jar. (4 pont)
Igy az 51 tanulobol legalabb 26 lany vagy legalabb 26 fit. (2 pont)

b) Osszuk a 2025 szamot 36 csoportba (maradékosztalyba) aszerint, hogy mennyi a 36-tal valo oszté-
si maradékuk (0, 1...35 maradékok szerint). Mivel 2025 : 36 = 56, maradék 9, a skatulyaelv alapjan
létezik olyan csoport, amely legalabb 57 elemet tartalmaz. (2 pont)
Ebbdl a csoportbol valasszunk ki 36 tetszéleges szamot, legyenek ezek x1,zo, ..., x35. Mivel mind-
egyiknek 36-tal ugyanaz a maradéka, ezért x; = 36k; + r, ahol i € {1,2,...,36}, tehat

36 36 36
D wy= (36ki+71) =36 ki+30r,
i=1 i=1 i=1
ami oszthato 36-tal. Vagyis a kivalasztott 36 szam Osszege oszthato 36-tal. (2 pont)

Tavolitsuk el ezt a 36 szamot. Marad 1989 szam. Ismét osszuk ezeket el 36 csoportba a 36-tal vald
osztasi maradékok alapjan. Mivel 1989 : 36 = 55, a maradék 9, van olyan csoport, amely legkevesebb
56 szamot tartalmaz. Ha ebbdl ismét kivalasztunk 36 tetszéleges szamot, akkor azok 0sszege oszthatod
36-tal. (2 pont)
Az el6bbi két 1épést megismételhetjitk még 7 alkalommal. A legutolsé esetben 1733 szambol lesz
egy maradékosztaly, ahol 49 elem van. Ezekbdl valaszthatjuk ki az utolsé 36-os csoportot. Igy ki-
valasztottunk 9 egyenként 36 elemt szdmcsoportot, amelyek mindegyikének Gsszege oszthato 36-tal.
Ennek a 9 csoportnak az 6sszege is oszthato lesz 36-tal, tehat kivalasztottunk 36 - 9 = 324 szamot,
amelyeknek az osszege oszthato 36-tal. (4 pont)

Hivatalbol 6sszesen: 10 pont.

Pontszam 0Osszesen: 90 pont.

FONTOS TUDNIVALO!

Az els6 két feladat esetében minden javité minden részpontszama 3-nak tobbszorose
kell legyen, az utols6 két feladat esetében minden javité minden részpontszama 2-nek
tobbszorose kell legyen. Tehat a javitokulcsban megadott pontokat csak akkor lehet
felbontani, ha azok 3-nal, illetve 2-nél nagyobbak és ebben az esetben is csak 3, illet-
ve 2 tobbszoroseire. Ez érvényes az esetleges alternativ megoldasokra is, amelyek a
javitokulcsban megadott megoldastol eltérnek.
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