MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII

CENTRUL NATIONAL PENTRU CURRICULUM SI EVALUARE

VIII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXV. EMMV
megyei szakasz, 2026. februar 7.

X. osztaly
1. feladat (30 pont). a) Az a és b pozitiv valos szamok teljesitik az
a® + b* = 2024ab

Osszefiiggést. Igazold, hogy
a+b lga+lgh

& /2026 2

b) Igazold, hogy ha z,y, z,w > 1 tetsz6leges valos szamok, akkor

3 3
log, (Lgﬂ) " logs (W> > 2 log, (1y2 - \/TTZ).

Forgdcs Istvdn, Szatmdrnémeti
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) A megadott
a’ + b* = 2024ab

egyenlgség mindkét oldalahoz adjunk 2ab-t, hogy a bal oldalon kialakitsuk az (a+b) teljes négyzetét:
a® + 2ab + b* = 2024ab + 2ab <=
(a+ b)* = 2026ab. (3 pont)

Elosztva az egyenlet mindkét oldalat 2026-tal, azt kapjuk, hogy:

a+b)’ a+b)’
( 2026) =ab<=lg (%) = lg(ab). (3 pont)

Alkalmazzuk a logaritmus tulajdonsagait, a bal oldalon a kifejezést felirhatjuk egyetlen teljes négy-
zetként, a jobb oldalon pedig hasznaljuk a szorzat logaritmuséara vonatkozo Osszefiiggést:

a+b 2 a+b
o —— ) =lga+lgbe=2-lg —— —lgg+lgb < 3 pont
g< 2@6) ga+lg 8 Toog — Batls (3 pont)
a+b lga+lgh

= : (3 pont)

1
& /2026 2
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VI. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

b) A logaritmus tulajdonsagait hasznélva a kovetkezs atalakitasokat végezziik:

3 3
b&(zi%if)—4%1<ﬂ51§iﬁv > 2-log,, (ryz - /1yz) <=

3log, (x i g L s y3z i zq:) > 2-log, (xyz - \/xyz) (3 pont)

A jobb oldalt is egyszertibb alakra hozva azt kapjuk, hogy:

3
3log, (x+y—|—z : xy+yz+zx> 22.510gw(xyz) =

3 3
3log,, <x+g+z : xy—l—y;—i—zx) > 3log, (zyz) <~ (3 pont)
$+§+2-$y+y;+m2xyz. (3 pont)

Felhasznélva a szamtani és mértani kozépértékek kozotti egyenlGtlenséget, a kovetkezd Osszefiiggése-
ket irhatjuk fel:

VS g e DY (3 pont)

A két egyenlGtlenséget Osszeszorozva megkapjuk a kért egyenlGtlenséget:

:z:—l—y+z‘9:y—|—yz+zx
3 3

x+y+z'a;y—|—yz~|—zx
3 3

> Yryz - v (2yz)? <= > xyz. (3 pont)

Megjegyzés. A b) alpont a kévetkezs modon is befejezhets: az

x+y—|—z'$y+yz+zx
3 3

egyenlStlenség a miveletek elvégzése és dtrendezés utan a vele ekvivalens

> TYz

22y + %2 + 22+ ay® +y2 + 22 > 6ryz

egyenlGtlenségre vezetddik vissza, amelyet elosztva az xyz > 0 kifejezéssel, az
x z z
(—+g>+<g+—)+<—+—>26
y z oy xr oz

2. feladat (30 pont). Adott az f: N* — Z \ N*,

igaz egyenlGtlenséghez jutunk.

n3

f(n) = Z [\?/E], Vn € N*

PR
fliggvény, ahol [a] az a valos szam egész részét jeloli.
a) Igazold, hogy minden n € N* esetén

f(n) =n—n
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VI. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

b) Tanulményozd az f fliggvény injektivitasat és sziirjektivitasat!

Szilagyi Judit, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
) fm) = 5 VR 0]+ S VA = S (V=R + (V). (3 pont)

Ha k € N* kobszam, akkor 3 a € N*, amelyre k = a3.

Ekkor [¢/—k| + [Vk] = [¥/—a3] + [Va3] = —a+a = 0. (3 pont)

Ha k € N* nem kobszam, akkor 3 a € N* amelyre a® < k < (a + 1)3.
Ekkor a® <k < (a+ 1P =>a<Vk<a+1= [Vk=a. (3 pont)

A <k<(a+1P=—(a+1P<-k<-ad=—(a+1l)<V-k<—-a=
= —a—-1<vV-k<—-a=[V-kl=-a—-1.
Tehat [/—k] + [VE] = —a—14+a= —1. (3 pont)

1-t6l n3-ig n kobszam van. A tébbi n® — n szam nem kobszam.
Tehat f(n) =0-n+ (=1)- (n®* —n) =n—n3V n e N* (3 pont)

b) Legyen a,b € N* tgy, hogy f(a) = f(D).
fla)=f(b) <= a—a*=b-V = V’-a’—-b+a=0 <
— b—a)®*+ab+a®)—(b—a)=0 < (b—a)(P*+ab+a*—-1)=0 (3 pont)

Mivel ¥ +ab+a?—1>124+1-1+12—1 =2, V a,b € N* esetén, a masodik zaréjel nem lehet nulla.
Tehéat f(a) = f(b) <= b—a =0 <= a = b= f injektiv. (3 pont)

f(2) =2—2%= —6 és f szigortian csokkens = f(n) < —6,V n € N*,n > 2 esetén (3 pont)

f(1)=0¢s f(n) < —6,VneN" n>2esetén =
= B n € N*, amelyre f(n) = —1 € Z\ N* = f nem sziirjektiv. (3 pont)

Megjegyzés. Az injektivitas a kovetkezSképpen is igazolhato:

fla+1) = fn)=n+1-(n+1)°—(n-n),
=1+n—(n*+3n*+3n+1),
= —3n? — 3n.

Mivel —3n? —3n < 0,V n € N* esetén = f szigortian csokkend = f injektiv.
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VI. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

Megjegyzés. A b) alpont a kovetkezé modon is befejezhets: Az
fh)=n—-n*=-nn*-1)=—-n—-1)-n-(n+1), ¥YneN

osszefliggésbdl kovetkezik, hogy minden f(n) paros szam (s6t, 6-tal oszthato), igy f nem lehet sziir-
jektiv, hiszen a Z \ N* halmazban vannak péaratlan szamok is.

3. feladat (20 pont). Az a, b és ¢ komplex szamokra fennallnak a
la] = |b] = |c| =1 és la+b—cP+|b+c—al*+|c+a—b*=12

osszefiggések. Igazold, hogy az a, b és ¢ affixumi pontok egy egyenld oldalt haromszog csticspontjai!

Matlap 9/2025, L:3936

Elsé megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Legyen p = %b“ Ekkor a +b—c=2p—2c;b+c—a=2p—2a;c+a—b=2p— 20 (2 pont)
Ekkor az eredeti |a+b—c|*+ |b+c—al* + |c+a — b]* = 12 egyenléség, rendre a kovetkezs ekvivalens
alakba irhato:

12p — 2¢|* + [2p — 2a]* + |2p — 2b* = 12 (2 pont)

p—c> +Ip—al*+|p—b°=3 (2 pont)

p-c)P-+p-a)@-a)+{@-b)F-b) =3 (2 pont)
p-b—p-c—c-ptc-c+p-p—p-a—a-pta-a+p-p—p-b—b-p+b-b=3

3-pp—p-@+b+e)—p-(a+b+c)+a-a+b-b+c-c=3 (2 pont)

3-Ipf>—p-(2-p)—p-(2p) +3=3 (2 pont)

p?=0<=p|=0<=|a+tb+c|=0<a+b+c=0. (2 pont)

Tekintsiik a komplex sik A(a), B(b) és C(c) pontjait, ahol a,b,c a fenti komplex szamok, melyekre
fennall az a+b+c = 0 egyenlGség. Igazoljuk, hogy az ABC haromszog, egy egyenls oldalt haromszog.
Mivel a+b+c =0 = b+c = —a < |b+c| = |—a| <= |b+¢| =1 < |OB+0C| =1 <= |O?| =1,
ahol OBDC(C' paralelogramma. (2 pont)
Tehat OB = OD = BD, azaz az OBD haromszog minden oldalanak hossza 1, az OBD egyenld
oldalt haromszog. Tehat a DO B szog mértéke 60°. Hasonléan igazolhato, hogy az O DC' haromszog
egyenld oldaltt haromszog, ahonnan kovetkezik, hogy a BOC' szog mértéke 120°. Ekkor a BOA szog
is és a AOC szog mértéke is 120°. Ugyanakkor OA = OB = OC =1 = AOBx = BOC, =
COAp = AB = BC = CA = ABCx egy egyenls oldali haromszog. (2 pont)

Megjegyzés. A megoldés a kovetkezSképpen is befejezhets: Ha a +b+ ¢ = 0 = az a, b, ¢ affixumu
haromszog stlypontja egybeesik a koré irhaté korének kozéppontjaval, tehat az a, b, ¢ affixumii pontok
egy egyenld oldalt haromszog csicsai.

Masodik megoldds. Hivatalbol (2 pont)

la+b—c*=(a+b—c)-(@+b—¢)=aa+ab— ac+ ba+ bb— bec — ca — cb + cc =
= |a]* + |b]* + |c|* + ab + @b — (b¢ + bc) — (aC + ac) = (2 pont)
=3+ 2-Re(ab) — 2 - Re(bc) — 2 - Re(ac)
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VI. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

Hasonloképpen: |b+ ¢ — a|?> = 34 2- Re(bc) — 2 - Re(ab) — 2 - Re(ac)

lc4+a —b|?> =3 +2-Re(ac) — 2 - Re(ab) — 2 - Re(be)

Tehat: |a+b—cl>+|b+c—al®> +|c+a—0b?=9—2-Re(ab) — 2 - Re(bc) — 2 - Re(ac)

9 —2-Re(ab) — 2 - Re(be) — 2 - Re(ac) = 12 = —2 - Re(ab) — 2 - Re(be) — 2 - Re(ac) = 3 =

= Re(ab) + Re(bc) + Re(at) = —32 (2 pont)
Jelolje a, B,y € [0,27) az a, b illetve ¢ argumentumaét.

ab = (cos a + isin a)[cos(—3) + isin(—p)] = cos(aw — ) +isin(a — B) = Re(ab) = cos(a — f3)
Hasonloképpen: Re(ac) = cos(a — ), Re(be) = cos(f8 — ) (2 pont)
Tehat cos(aw — ) + cos(f — ) + cos(a — ) = —32

Az altalanossag elvesztése nélkiil feltételezhetjiik, hogy o > 8 > ~, mert a koszinusz paros fiiggvény.

cos(av— ) +cos(B8—7) +cos(a—7) = -3 — 2COS%COSQ++_25—I—QCOS2%—1:—% (2 pont)
Legyenx:%ésy:w.

QCosxcosy—l—Qcoszx—l:—% = 20032x+2005xc08y+%:0 =

= 4dcos’x+4cosxrcosy+1=0 <= 4dcos’x +4coszcosy + cos’y +sin’y =0 <

<= (2cosx + cosy)? +sin’y =0 <= 2cosz +cosy =0 éssiny =0 (2 pont)
Oz,,@,’YG[0,271’),&2&27#0[—5,5—76[0,27T):>(a—6)—(ﬁ—’7)G(—27T,27T):>
=a+vy—20€(—2m2n)=>y€E (—m,n) (2 pont)
siny =0,y € (—m,m) = y=0=2cosz+cos0=0=2cosz+1=0= cosz = —3 (2 pont)
a,y€[0,2m),a>y=a—7vy€[0,2r) =z €[0,7)
cst=—3c€l0m=z>r=3=> =0 y=F3a=7+7F

y=0="2 )= a+7-20=0=2y+L -28=0=pF=7+Z (2 pont)

Jelolje A, B és C az a, b illetve ¢ affixumt pontot.

04—6:%”,5—7:%’T,a—fy:%”:A/O\Bng\C:C/O\A:%”

de OA=0B=0C=1= AOBx = BOCx = COAxr = AB = BC = CA = ABCx egy egyenld

oldaltt haromszog,. (2 pont)
[ |

4. feladat (20 pont). Egy jatékban 6 jatékos vesz részt. Barmely két jatékos vagy szovetségese
vagy rivalisa egymasnak. Bizonyitsd be, hogy biztosan kivalaszthato a hat jatékos koziil harom olyan,
akik paronként vagy mind szovetségesek egymassal, vagy mind rivalisok egymassal!

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Nevezziik A-nak az egyik jatékost. A skatulyaelv alapjan az A jatékosnak vagy van legaldbb 3 sz6-
vetségese, vagy van legalabb 3 rivélisa. (4 pont)

Targyaljuk azt az esetet, amikor az A jatékosnak van legalabb 3 szovetségese. Nevezziink koziiliik
harmat B-nek, C-nek, D-nek. Ha koziiliik ketten, példaul B és C szovetségesek, akkor A, B és C

paronként egymas szovetségesei. (6 pont)
Ha B, C és D kozott nincs két egymassal szovetséges, akkor B, C és D paronként egymés rivalisai.
(4 pont)

Hasonloképpen targyaljuk azt az esetet, amikor az A jatékosnak van legalabb 3 rivalisa. Nevezziink
koziiliik harmat B-nek, C-nek és D-nek. Ha koziiliik ketten, példaul B és C rivalisok, akkor A, B
és C paronként egymas rivalisai. Ha B, C és D kozott nincs két egymaéssal rivalis, akkor B, C és D
paronként egymaés szovetségesei. (4 pont)

Megjegyzés. A megoldas a kivetkezGképpen is megadhato.
Képzeljiik el a 6 jatékost egy szabélyos hatszog csicsaiként. Barmely két jatékos kozotti kapcesolatot
egy, a két jatékost Osszekots, szakasszal jeloljik. Ha két jatékos szovetséges, a szakasz szine legyen
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VI. OMMO - megyei szakasz - X. osztaly

z6ld, ha pedig rivalisok, a szakasz szine legyen piros. A hatszdg minden csiicsat kossiik Ossze az Osszes
tobbi cstuccsal.

Vialasszunk ki egy tetszGleges jatékost, jeloljiik 6t A-val. Mivel rajta kiviil még 5 jatékos van, A-bol
Osszesen 5 szakasz indul ki a tobbiekhez.

Mivel ezt az 5 szakaszt 2 szinnel (zold és piros) szinezziik, a skatulyaelv alapjan legalabb 3 szakasznak
ugyanolyan szintinek kell lennie. Tételezziik fel, hogy A-bol legalabb 3 zold szakasz indul ki. Ez azt
jelenti, hogy A-nak van legalabb 3 szovetségese, jeloljiik ket B-vel, C-vel és D-vel.

Most vizsgaljuk a B, C és D egymas kozotti kapcesolatat. Két eset lehetséges:

e Ha B, C és D koziil barmelyik ketts szovetséges (példaul B és C kozott zold szakasz van), akkor
A, B és C mindharman szdvetségesei egymasnak. Ekkor az 1. kijelentés igaz.

e Ha B, C és D koziil senki sem szovetségese a masiknak (vagyis B, C és D kozott minden szakasz
piros), akkor 6k harman mindannyian rivalisai egyméasnak. Ekkor az 2. kijelentés igaz.

Mivel a két szin felcserélhets hasonloképpen targyaljuk ha A-bol legalabb harom piros szakasz indul
ki.

Mivel minden esetben talaltunk legalabb 3 olyan embert, akik vagy mind szévetségesek, vagy mind
rivalisok, az eredeti allitas igaz.

Hivatalbol 6sszesen: 10 pont.
Pontszam 6sszesen: 90 pont.

FONTOS TUDNIVALO!

Az els6 két feladat esetében minden javité minden részpontszama 3-nak tobbszorose
kell legyen, az utols6é két feladat esetében minden javité minden részpontszama 2-nek
tobbszorose kell legyen. Tehat a javitékulcsban megadott pontokat csak akkor lehet
felbontani, ha azok 3-nal, illetve 2-nél nagyobbak és ebben az esetben is csak 3, illet-
ve 2 tObbszoroseire. Ez érvényes az esetleges alternativ megoldasokra is, amelyek a
javitokulcsban megadott megoldastol eltérnek.
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