MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII

CENTRUL NATIONAL PENTRU CURRICULUM SI EVALUARE

VIII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXV. EMMV
megyei szakasz, 2026. februar 7.

XI. osztaly

1. feladat (30 pont). Adott az (; Z) - X = U matrixegyenlet, ahol X, U € M,(R).

1 2 . .
a) Igazold, hogy az U = (3 5) maéatrix esetén nincs megoldasa az egyenletnek!

b) Add meg az sszes olyan U € My (R) méatrixot, amelyre az egyenletnek végtelen sok megoldésa
van!

Miklos Dora, Lovéte

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Legyen X = (;C y)) amelyre az egyenlet

t
1 2 _ 1 2 r y\ (1 2
(2 4)'X_U — (2 4)'(2 t>_(3 5)
r+2z y+20\ (1 2
— (2:;; +4z 2y—|—4t> - (3 5) ' (3 pont)
Innen kapjuk az

r+2z=1

y+20=2

20+ 42z =3

20+ 4t =5
egyenletrendszert, melynek nincs megoldésa. Tehét a megadott U esetén valoban nincs megoldasa
az egyenletnek. (6 pont)

t
1 2 P 2z y+2t
2 4 S \2r+4z 2y+4t)’
>, m,n € R alakt méatrixok esetén lesz megoldésa az egyenletnek.

(6 pont)
Vizsgaljuk, hogy ezek koziil melyik esetben lesz végtelen sok megoldas. Rogzitett m,n € R esetén az

D x=Gnn) = (3 C D=6 2)
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b) Az a) alpont alapjan, ha X = (i y)’ akkor

m n

vagyis az U = (Zm om
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egyenlet megoldésait a kovetkezéképpen hatarozzuk meg:

r=m— 2
r+2z=m y=mn—20
y+2t=n z=« ’
t=p
ahol a, € R paraméterek. (9 pont)
. . -2 —2 .
Minden rogzitett m,n € R esetén az X = <m o an 3 g ) méatrix megoldasa az egyenletnek,

barmely a, 5 € R esetén, vagyis az U = (;Zl 27;)’ m,n € R alakti métrixok esetén van végtelen
sok megoldasa az egyenletnek. (3 pont)

|
Madsodik megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Az (; i) X = (; ?) egyenléséghdl kapjuk, hogy

1 2 1 2
‘2 4’ ~det(X) = ‘3 5‘ <« 0-det(X)=—-1 <= 0= -1,
. , 1 2 L. ,
ami nem lehet. Tehat az megadott egyenletnek U = <3 5) esetén nincs megoldasa. (9 pont)
[ |

2. feladat (30 pont). Az (a,),>1 sorozatot az

2a,, + 3[a,] + 6
5 )

alz\/g és  Gpy1 = Vn > 1,

rekurzioval értelmezziik, ahol [z] az x valos szam egész részét jeloli.
a) Szamitsd ki a sorozat altalanos tagjanak [a,| egész részét!

b) Igazold, hogy létezik a lim a, hatarérték és hatarozd meg az értékét!
n—o0

ay+as + ...+ a, o L
c¢) Igazold, hogy létezik a lim Sl hatérérték és szamitsd ki az értékét!

n—00 n2

Mastan FEliza, Nagybdnya
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Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Kiszamitjuk a sorozat elsé néhany tagjanak egész részét. Ha n = 1, akkor [a;] = [V/5] = 2. Ha
n = 2, akkor a rekurzié alapjan

C2a14+3-2+46 24, +12 25412
a 5 5 5

a2

Mivel 2 < /5 < 3, ezért 3 < % < ay = &5“2 < % < 4, ahonnan [as] = 3. Sejtésiink a kovetkezd:
[a,) =n+1, Vn>1. (6 pont)

Ezt matematikai indukcioval igazoljuk. Ha n = 1, akkor teljesiil az Osszefiiggés, mert [a1] = 2. A

tovabbiakban feltételezziik, hogy [ax] = k + 1 és igazoljuk, hogy [axs1] = k + 2. Mivel ay > [ay],

felirhatjuk, hogy

QCLk + 3[ak] + 6 > 5[ak] +6
5 - 5

6
Ay = :k+1—|—g>k+2. (3 pont)

Masrészt pedig ay < [ag] + 1, igy

2ay, + 3lax] + 6 _ 2([ax] +1) +3[ax] +6  5lax] +8

8
_ = =k+14+-<k+3
Ak+1 5 5 5 + +5 +

Mivel k + 2 < ag1 < k + 3, kovetkezik, hogy [ar+1] = k + 2. Tehét [a,] = n + 1, barmely n > 1

esetén. (3 pont)
b) Ismert, hogy a, > [a,] és az a) alpontban igazoltak alapjan [a,]| = n+1, ezért a,, > n+1, barmely
n > 1 esetén. (3 pont)
Mivel lim (n + 1) = +o0, (3 pont)
n—oo
ezért az (a,) sorozat divergens és lim a, = +00. (3 pont)
n—oo

c) Mivel [ag] < ax < [ax] + 1 és az a) alpont alapjan [ax] = k + 1, ezért k+ 1 < ai, < k + 2, barmely
k> 1 esetén. Osszegezve a megfelel§ oldalakat 1-t6l n-ig kapjuk, hogy

n

d(k+1)< Xn:ak < zn:(mg),

k=1

1 g 1

2 2
k=1
n? + 3n “ n? + 5n
< < .
7 <D a 2
k=1
Tehéat 2 5 e
n° 4+ on ap+as+...+ay n°—+on
< < . 3 pont
2n? n? 2n? (3 pont)
Mivel lim % = lim % = %, a fogo tétel alapjan létezik a kért hatarérték és az értéke
n—oo n—oo
. ar+as+...+ay 1
| = —.
ST W ; (8 pont)
[
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3. feladat (20 pont). Adott egy (x,)n,>1 valos szamsorozat, amelyre teljestilnek a kovetkezd felté-
telek:
T, >1 és xf’LH <3r,—2, Vn>1.

Igazold, hogy a sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét!
Matlap 8/2025, L:3924

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Vizsgaljuk a sorozat monotonitasat, melyhez tanulmanyozzuk az x3 | — z3 kiilsnbséget. A megadott
egyenléStlenség felhasznalasaval

xp o — < 3w, —2—ad. (2 pont)

Az egyenlétlenség jobb oldalat szorzotényezdre bontva

31y, — 2 — 13 = —(2, — 1)*(2, + 2). (2 pont)
Mivel z, > 1, ezért —(z, — 1)*(z, +2) < 0, barmely n > 1 esetén, ahonnan z3 , < 23, barmely
n > 1 esetén. (2 pont)
Kobgyokot vonva az egyenlStlenség mindkét oldalabol, kévetkezik, hogy x,.11 < x,, barmely n > 1
esetén, tehat az (z,),>1 sorozat szigorian csokkend. (2 pont)
Tudva, hogy x, > 1, barmely n > 1 esetén, a sorozat alulrol korlatos, (2 pont)
igy a Weierstrass-tétel alapjan az (x,),>; sorozat konvergens. (2 pont)
Legyen [ = hm T, a sorozat véges hatarértéke. A megadott egyenlGtlenségben hatarértékre térve
kovetkezik, hogy P <3l—2. (2 pont)

Ez egyenértéki az (I — 1)%(1 + 2) < 0 egyenl6tlenséggel, ahonnan [ € (—oo, —2] U {1}. (2 pont)
Mivel z,, > 1, minden n > 1 esetén, ezért [ > 1. Innen kovetkezik, hogy | = 1 az egyediili megoldasa
az egyenlGtlenségnek. Tehat lim x, = 1. (2 pont)

n—oo
|

4. feladat (20 pont). Egy n X n-es négyzetracsos tablan véletlenszerten kijeloliink két kiilonbo6zé
mez6t (vagyis 1 x l-es négyzetet). Hatérozd meg annak a valoszintiségét, hogy a kijelolt mezdk
kozéppontjait 6sszekots szakasz felezépontja is egy mezd kozéppontja legyen!

Hasas Tiinde, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
A szakasz felez6pontja akkor lesz egy mezd kozéppontja, ha a két kijelolt mez6 sorindexei azonos
paritasuak, illetve oszlopindexei is azonos paritasuak. (4 pont)

Kiilon targyaljuk, ha n paros vagy paratlan.

1. eset. Ha n = 2k, akkor az Gsszesen (2k)* = 4k* mez6bdl két kiilonboz6 mezét CF, = CaCD

féleképpen vélaszthatunk ki, amely a lehetséges esetek szama. (2 pont)
Tovabba négyféle sorindex-oszlopindex paritaspar van: paros-paros, paros-paratlan, paratlan-paros,
paratlan-paratlan. Ekkor k darab péaros, illetve k darab paratlan indext sor van. Hasonléan k darab
péros, illetve k darab paratlan indexti oszlop van. Mind a négy paritaspari mezébdl k? van. Két

kz(k; _1)—féleképpen tudunk kivalasztani. Igy a kedvezs esetek szama

azonos paritasparu mezst C,fz =

2(k2-1 4 - . PP
4- % Tehat paros n = 2k esetén a valoszintiség

4C%, 4k (k% —1 21 24
P=_F = ko (k >:k - : (4 pont)

C2, 4k2(4k%—1) 4k2—1 4(n2-1)
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2. eset. Ha n = 2k + 1, akkor a lehetséges esetek szama

2k + 1?2k +1)2 =1 2k + 1)2(2k + 2) - 2k
C’ékﬂ)g = ( ) [(2 ) ] = ( ) <2 ) = 2k(k +1)(2k + 1) (2 pont)

Mivel k péros és k + 1 paratlan sor, illetve oszlop van, vizsgaljuk a lehetséges paritasparok szamat:

k2 (k2—1)

5 modon

e k2 mezdének van paros sor- és oszlopindexe. Ezekbdl két kiilonbozé mezét C’,fg =
valaszthatunk ki.

e k(k+1) mezének van paros sor- és paratlan oszlopindexe. Ezekbdl két kiilonb6z6 mezot C’,f( k1) =
Wﬂ modon valaszthatunk ki.

e Szintén k(k+ 1) mezdnek van paratlan sor- és paros oszlopindexe. Ezekbdl két kiilonb6z6 mezot
2 (KR (K2 4k—1)

k(k+1) — 2

e Végiil (k + 1) mez6nek lesz paratlan a sor- és oszlopindexe. Ezekb6l két kiilonbozs mezst

2 _ (K242k4-1)(k24-2k)
(k4+1)2 — 2

modon valaszthatunk ki.

modon valaszthatunk ki. (4 pont)

Osszeadva, megkapjuk a kedvezs esetek szamat:

K (k*—1) 2-(K*+k)(K+k—-1) N (K* + 2k + 1)(k* + 2k)

Ciz + 205y + Closnyz = 5 2 2
4k* + 8k3 + 4k*
_ T ; T ok 1 1)
Igy paratlan n = 2k + 1 esetén a valoszintiség
2k%(k + 1)? k(k+1 21
P (+) _ <+)_n ] (2pont)

S 2k(k+1)(2k+1)2 0 (2k4+1)2 4n?

Megjegyzés. Ha az eredményt csak a k, vagy csak az n fliggvényében adja meg, akkor is teljes
értékd a megoldas.

Hivatalbol 6sszesen: 10 pont.
Pontszam 6sszesen: 90 pont.

FONTOS TUDNIVALO!

Az els6 két feladat esetében minden javité minden részpontszama 3-nak tobbszorose
kell legyen, az utols6 két feladat esetében minden javité minden részpontszama 2-nek
tobbszorose kell legyen. Tehat a javitokulcsban megadott pontokat csak akkor lehet
felbontani, ha azok 3-nal, illetve 2-nél nagyobbak és ebben az esetben is csak 3, illet-
ve 2 tObbszoroseire. Ez érvényes az esetleges alternativ megoldasokra is, amelyek a
javitokulcsban megadott megoldastol eltérnek.
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