§ MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII

CENTRUL NATIONAL PENTRU CURRICULUM SI EVALUARE
VIII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXV. EMMV
megyei szakasz, 2026. februar 7.

XII. osztaly

1. feladat (30 pont). Ha = és y olyan tetszSleges valos szamok, amelyekre xy # —1, legyen

THY = ﬂ:;yy, valamint tekintsiikk a G = (—1,1) halmazt.

a) Igazold, hogy ,,*” miivelet a G-n és (G, %) kommutativ csoport!

b) Széamitsd ki az (z,,),>1 sorozat hatarértékét, ahol x € G adott csoportelem és x,, = g x x % - - - % x,
Z —

n-szer

minden n € N* esetén!
Matlap 10/2025, L:3958
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) A (G, ) Abel-féle (kommutativ) csoport, ha teljesiil a kovetkezs 6t feltétel:
1) Zartsag. Igazoljuk, hogy barmely x,y € (—1,1) esetén, zxy € (—1,1).

w+y>2: (1+2y)* — (z +y)?

1—(aj*y)2:1—(

1+ y (1+a2y)?
14 2ay+aty? —a? —2ay —y® 1—a®— P42y’
(1+ay)? - (Ttay)?
(A=) -9?)
(1 + zy)?

Mivel z,y € (—1,1), ezért 1 — 22 > 0 és 1 — y* > 0, tovabba (1 + zy)? > 0, tehat 1 — (z x y)* > 0,
azaz (x * y)? < 1 innen kovetkezik, hogy x xy € (—1,1). Tehat a G halmaz zart a 7 * ” miiveletre
nézve. (3 pont)
2) Asszociativitas. A 7 7 mivelet asszociativ a G halmazon, ha (x xy) x z = z * (y * z), barmely
x,y, 2z € G esetén. Ekkor

Setz adytztayz

€T * X 2 = — ,
(x*y) 1—1—%-,2 l+zy+oz+yz
T+ £ T4y + 2+ ayz

1+z- ijzz o ltay+aztyz

A két kifejezés megegyezik, mivel a valos szamok Osszeadésa és szorzasa kommutativ mtiveletek, tehat
(x*xy)*z=xx*(yx*z), barmely z,y, 2z € G esetén, vagyis a miivelet asszociativ. (3 pont)
3) Kommutativitas. A 7 x” miivelet kommutativ a G halmazon, ha rxy = y*x, barmely x,y € G.

Mivel
r+y y+tzw

l+zy 14yx
ezért a mivelet kommutativ. (3 pont)

T kY= :y*JZ,VI,yGG,
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Megjegyzés. Ha valaki el6bb a kommutativitast igazolva, majd az (z*y)+*z kifejezés szimmetriadjara
és a kommutativitasra hivatkozva kovetkeztet a miivelet asszociativitdsara, akkor is maximalis pont
jar!

7 miveletre nézve létezik semleges elem, ha létezik e € G, melyre
7 miivelet kommutativ, ezért

4) Semleges elem. A 7 x
exx =xxe=ux, barmely x € G esetén. Mivel a 7 *
r+e

rTxe=1 <= =1 <= xte=a+r’e = e(l-2?)=0.
14+ ze

Mivel x € (—1,1), ezért 1 — 22 # 0, gy sziikségképpen e = 0, a miivelet semleges eleme. (3 pont)
5) Szimmetrikus elem. Bizonyitjuk, hogy a G halmaz minden eleme szimmetrizalhato, vagyis

barmely x € G esetén létezik olyan 27! € G, melyre x x 271 = 271 x 2 = e. Mivel a ” * 7 miivelet
kommutativ és a semleges eleme a 0 ezért

T+t

rxr =0 &= ——=0 <= s+3'=0
1+ a2t
— z'=-r€(-1,1), ha xe€(-11).

Tehat minden x € (—1,1) elem szimmetrizalhato és z' = —z. Mivel a fenti 6t feltétel teljesiil ko-
vetkezik, hogy (G, *) kommutativ csoport. (3 pont)

Megjegyzés. A feladat a) alpontja igy is megoldhato:
A (0,00) = (—1,1), ¢¥(t) = Z—} fiiggvény bijektiv (ezt igazolni kell).
Emiatt barmely =,y € G esetén létezik t1,ts € (0,00) gy, hogy = = ¥(t1) és y = ¥ (t2). Tovabba
ellenérizhetds, hogy
rxy=1(t) xY(ty) = P(ty - t2), Yo,y € G,

tehat a ¢ fliggvény atviszi a csoportstruktirat a (0, 0o) halmazrol a G-re, vagyis (G, *) is kommutativ
csoport.

b) Tekintjiik a

14+¢
p:(-L1) =R, o) = T3
leképezést. Ekkor
1+ (zxy) 1+ ﬁ:&yy B 1+ﬁzz+y 1t rtytay
_ 1 zty T l4wy—z—y 1 _
l—(zxy) 1 HI@; limyy l—x—y+ay

1+ 2)(1+y) _1—|—x‘1+y
Cl-2)(1-y) 1—2 1—y

Vagyis
p(zxy) = p(x) (y).
Legyen a = ¢(z) = Lo > 0. Mivel z, = g *---xx, ezért a matamatikai indukci6 alapjan
1—2 ——

n-szer

kovetkezik, hogy
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Innen z,, kifejezhetd:

L+,
1—|—x =ad" = l4z,=d"(l-2,) <<= z,(1+d")=0a"-1,
tehat "1 L+
Ty = ¢ : ahol a= z (6 pont)
a™ +1 11—z

Vizsgaljuk az x,, sorozat hatarértékét:
Ha z € (—1,0), akkor 0 < a < 1, igy a" — 0, tehat

a” —1 -1 ]
Ty = — =-1.
a”+1 1
Ha x = 0, akkor a = 1, igy minden n-re
"™ —1 0
Ty = =0.
1m 41

Ha z € (0, 1), akkor a > 1, igy a” — 400, tehat

Tehat:
—1, haxze (-1,0),

lim z, =40, haz=0, (6 pont)
n—oo
1, haxze(0,1).

Megjegyzés. Az els6 feladat b) alpontja igy is megoldhato:

T+ 2z Cyz

l+z-z 1+a2 OQ 4 Cpa?’

r*xx =

( 2z > ot 2 +ax+2*  Bx+a2  Clo+Cfa
THT KT = * T = = = =

1+ a2 4 142?422 14322 C) 4+ Cfa?
e i’g;;*l--l" 3z + 2 + x + 323 4 + 423 Ciz+ Cla?
1+ —?{frgi;’ v 1432432 +24 1+4+622+24 O+ Cfa?+ Clat

Indukciods feltétel:
Zk>0 Cr?kﬂ 2

TR Kk =
N 2k .2k
Zkzocn Z

n

Kovetkeztetés: 2%+1 2k
2k+1
Zkzo Choii @
THT k- kL=

e 2k .2k
Zkzo Cofix

Zk:>0 Cy?k+1ﬂf2k+l
2 k>0 C2ka2k T

O J v} k
+1 ( ) 1+ Skzo Cnt a2kt
" " Zkzocrgkx%

- T
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_ Zkzo O 21241 Zkzo 2k 2k+1
Zkzo C2kg2k 4 Zkzo O 2h+1.2k+2
_ Zkzo (C’T?kﬂ’l + ka) :L‘2k+1
CY+ Zk21 (C2F+ CFE1) a2k
_ EkZO Cﬁ# a2t _ Zkzo Ciﬁl a?
CSH + Zkzo Cr?fl 2k Zkzo Cr?jil z2k

(42— (1—a)
(o) + (1= o)
Haz e (—-1,0) = 14+2€(0,1) és 1 —z € (1,2). Ekkor

li - _
noo (1 — ) (=) + 1] 1
o) —(1—a)" _

_ (
Haz=0= @i =

Haz e (0,1) = 1+z € (1,2) és 1 —z € (0,1). Ekkor

Lo - (55)]

S [ (2]

—1, haxe (-1,0),
Tehat lim gxax*x---xx =<0, ha z =0,
n—ro0 G
1, haxze(0,1).

n

2. feladat (30 pont). Szamitsd ki a kovetkezd hatarozatlan integralokat:

a)

1
/x(z:2025 n 2026) de, x>0.

b)
[ty ae(0.3).
bsinx + acosx 2
Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

2024

a) Bovitjik a tortet z*"**-gyel:

1 2024
/ dr = / dx.
x (22925 + 2026) 22025 (12025 + 2026)
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Legyen
dt
t=2"% — dt =20252""dzx = 2™ dr= 2005 (3 pont)
Ekkor
22024 1 dt 1 1
/ 22025 (32025 1 9026) / #(t + 2026) 2025 2025 / #(t + 2026) (3 pont)
1 1 1 1 1
_ dt — S~ )dt (3 pont
2025 / t(t+2026) " 2025 - 2026 / (t t+2026) (3 pont)
1
= (In]t| — In|t +2026]) + C. 3 pont
Visszahelyettesitve t = 22925 kapjuk, hogy
1 1 2025
dr = 1 C. 3 pont
/ 2(22% 1 2026) T 20252026 (x2025 + 2026) T (3 pont)

b) Legyen ¢(x) = bsinz 4 acosz, ekkor ¢'(x) = bcosx — asinx. Kerestink A, B € R szamokat gy,

hogy
asinz +bcosx = A-p(x)+ B-¢'(x), Vo > 0.

Azaz
A-(bsinx +acosz)+ B - (bcosx —asinz) = (Ab — Ba) - sinx + (Aa + Bb) - cosz, Y > 0.
Ez akkor egyezik asinx + bcos z-szel, ha

Ab— Ba = a,
Aa+ Bb=b.

Megoldva az egyenletrendszert kapjuk, hogy:

2ab b? — a?

Igy N ) 5. ,
(ZS.IHJI—F cosx _ cp(x) + ~30(36):A+B.90(33).
bsinz + acosx o(x) o(r)
Tehat

/as1nx+bcosxdx:/(A_FB.SO(RC)) dv =A-z+ B -In|p(x)|+C.

bsinx + acosz o(z)

Mivel a,b > 0 és z € (0,7/2) esetén sinz, cosx > 0, ezért p(x) > 0, igy elhagyhato az abszolutérték,

azaz ]
/asmx—i—bcosx
- dr =
bsinx + acosx
2ab b? — a?
= z In(bsinx + acosz C. 6 pont
@2 + b2 +a2+b2 ( + )+ (6 pont)
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3. feladat (20 pont). Szamitsd ki az F' : (0, +00) — R fliggvény minimumaét, ha

2026
F(z) = max {g:? + =, 2027a:} )
X

Csapo Hajnalka, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Ha f,g:(0,400) = R, f(z) = 2% + 228 g(z) = 2027z, Va > 0, akkor

F(z) = max(f(2), o(x)).
Megoldjuk az f(z) = g(z) egyenletet:

2026
2+ 2 =2027x.
i

Ekvivalens atalakitasokkal kapjuk, hogy
o3 — 202722 + 2026 = 0,
ami egyenértékd azzal, hogy
(z — 1)(2* — 20262 — 2026) = 0.

Az egyenlet pozitiv megoldasai:
z1 =1,  xy=1013+ 1013 1015. (4 pont)

Mivel az f és g fuggvények folytonosak a (0, 00) értelmezési tartomanyon, elégséges a (0, x1), [z1, x2)
és [z, 00) intervallumok egy-egy bels pontjaban ellendrizni, hogy melyik fiiggvény nagyobb.
Ha z € (0, 1), példaul = = % esetén

1 1\* 2026 1 1 1 2027
)= () + =2 =< 44052 ~) =2027. =0
()= (3) 5 maram o) - -5
tehat f(%) > g(%), vagyis f(z) > g(z) minden = € (0, 1) esetén.

Ezért itt F(x) = f(z). (2 pont)
Ha z € [1, 25), példaul x = 2 esetén

2026

f2) =4+ =2 =101, g(2) = 20272 = 4054,
tehat g(2) > f(2), vagyis g(z) > f(x) minden x € [1, z5) esetén.
Ezért itt F(z) = g(x). (2 pont)
Ha z > x4, akkor példaul z = 2027-re
2026
2027’
tehat f(2027) > ¢(2027), vagyis f(x) > g(x) minden x € [z3, 00) esetén.
Ezért itt F'(z) = f(x). Tehat:

£(2027) = 2027% + g(2027) = 2027 - 2027 = 2027,

f(z), = €(0,1),
F(x) =< g(x), x€[l,z), (2 pont)

f(z), x € [xy,00).
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Az [1, x9) intervallumban F(z) = g(z) = 2027z, ami szigortian névekvd, ezért

min F(z) = g(1) = 2027. (2 pont)

z€[1,z2]
A (0,1) és [x9,00) intervallumban F(x) = f(z), derivalva az f fiiggvényt kapjuk, hogy:

2026 223 — 2026
f’(x):2x— 22 - 2 )

Ha x € (0,1), akkor 2x3 < 2 < 2026, tehat 223 — 2026 < 0, igy f'(z) < 0, vagyis f csokkend a (0, 1)
intervallumon. Kovetkezésképpen f(x) > f(1) = 2027 minden z € (0,1) esetén, tehat ezen a részen

xz

F(x) > 2027. (2 pont)
Ha z € [23,00), akkor 223 > 2 - 20263 > 2026, igy itt f novekvs. Kovetkezésképpen
) 5 2026 9 9
min )F(:z:) = f(z2) = 25+ > x5 > 2026° > 2027. (2 pont)
x€[w2,00 T
Mivel x = 1 esetén
2026

f() =1+ == =2027,  g(1) =2027-1 = 2027,

ezért F(1)=2027.
Tehat a keresett minimumérték 2027, és ezt az F fliggvény x = 1-nél éri el. (2 pont)

Megjegyzés. A gondolatmenet rovidebben is leirhato. Eszrevehetd, hogy x = 1-ben f(1) = g(1) =
2027. Mivel a feladat csak F' minimumat kéri, ezért elég belatni, hogy minden mas helyen legalabb
az egyik fliggvény legalabb 2027-et vesz fel (igy a maximumfiiggvény konkrét meghatarozasa nem is
szitkséges). Az vilagos, hogy ha x > 1, akkor 2027z > 2027. Még azt kell meggondolni, hogy ha
0 <z <1, akkor

2026
j‘::x2+--7;— > 2027 < 2° — 2027z + 2026 = (1 — z)(2026 — 2° — ) > 0,

ami nyilvanvaldan teljesiil, ha 0 < z < 1, mert igy mindkét tényezd pozitiv. Tehat F az x = 1
pontban 2027-et vesz fel, és azt kaptuk, hogy minden mas helyen nagyobbat, tehat tényleg ez a
minimum.

4. feladat (20 pont). Egy n x n-es tablazat mez&ibe beirjuk az 1,2, ..., n? szamokat sorfolytonosan
(balrél jobbra, fentrsl lefelé).

1 2 3 n
n+1ln+2n+3| --- 2n
n2

Legyen k € {1,2,...,n} (rogzitett). Egy k-blokk alatt a tablazat egy olyan részét értjiik, amelyet
ugy kapunk, hogy a tablazaton beliil a racsvonalak mentén kijelliink egy £ egymasutani sorbol és k
egymasutani oszlopbol allo, osszefliggs, négyzet alaka tartomanyt.
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a) Hany k-blokk van?

b) Hatarozd meg az Gsszes lehetséges k-blokkosszeg legnagyobb kozos osztojat, ha blokkosszeg alatt
a blokkban 1év6 szdmok Osszegét értjik!

Csapo Hajnalka, Csikszereda
Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Egy k-blokk bal felsg sarkat tgy valaszthatjuk meg, hogy a blokk még beleférjen a tablaba. A bal
felst sarok sorindexe lehet 1,2,...,n—k+ 1, tehat n — k + 1 lehetség, és ugyanigy az oszlopindexre
is n — k 4+ 1 lehetGség van. Ezért a blokkok szama:

(n —k+ 1) (4 pont)
b) Jeldlje S; ; annak a k-blokknak az dsszegét, amelynek bal felsg sarka az i-edik sor j-edik oszlopaban
van (1 <i4,j <n—Fk+1).
Tegyiik fel, hogy k < n, kiilonben csak egyetlen blokk lenne. Ha egy blokkot egy mezdvel jobbra

tolunk, akkor minden sorban a blokk jobb szélén egy szam belép, bal szélén egy szam kilép, a
kiilonbség minden sorban k, és k sor van, tehat

Si,j—f—l — Si’j = k)2. (2 pont)

Ha egy blokkot egy mezd&vel lefele tolunk, akkor minden oszlopban a blokk als6 szélén egy szam belép,
fels6 szélén egy szam kilép, a kiilonbség minden oszlopban kn, és k oszlop van, tehat

Sit1; — Sij = nk®. (2 pont)
Kovetkezésképp minden S; ; ugyanazt a maradékot adja modulo k%, vagyis
S;; =511 (mod k?),
ez azt jelenti, hogy az 6sszes blokkosszeg legnagyobb kozos osztoja
Inko(S;;) = Inko(k?, Si1). (2 pont)
A bal fels6 k-blokk elemei:

L1+1,1+2,...,14+k—1
l+n,14n+1,14+n+2,....14+n+k—1
1+2n,1+2n+1,142n+2,...,14+2n+k—1

I+k-1Dn,1+k—-1Dn+1L14+k—-1)n+2,...;1+k—-1n+k—-1
Ezért
Sip=k-(I+1+. . +D)+k-(14+243+...+k—1)+k-(n+2n+...+ (k- L)n)
—_——

:"52*’“@'“””:
= k? <1+ (k—1)2(n+1)>. (2 pont)
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Legyen t = (k—1)(n+1).

Ha t péaros, akkor % egész, igy Sy, oszthato k*-tel, tehat Inko(k?, Sy 1) = k2.

Ha t paratlan, akkor S, = k? (1 + %) nem oszthaté k2-tel, viszont oszthato %z—vel, és ekkor a
legnagyobb kozos oszto, tehat Inko(k?,S; 1) = %

Mivel t pontosan akkor paratlan, ha k paros és n paros, ezért ha k < n, akkor

k?, ha k paratlan vagy n paratlan,
Inko(S;; | 1<i,j<n—k+1)={ ;2 (4 pont)
> ha k péros és n paros.

Ha k = n, akkor csak egyetlen blokk van, igy az Inko maga az Gsszeg:

2,2
1
lnko(Si,j|1§i,j§n—k+1):1+2+...+n2:%. (2 pont)

Megjegyzés. Ha valaki a bizonyitast csak egy sajatos esetben végzi el példaul k = 2 blokkok esetén,
akkor erre 6 pont adhato, de ez nem adhato Ossze a javitokulcsnak az erre a feladatra vonatkozé tobbi
pontjaval!

Hivatalbol 6sszesen: 10 pont.

Pontszam Osszesen: 90 pont.

FONTOS TUDNIVALO!

Az els6é két feladat esetében minden javité minden részpontszama 3-nak tobbszorose
kell legyen, az utols6 két feladat esetében minden javité minden részpontszama 2-nek
tobbszorose kell legyen. Tehat a javitékulcsban megadott pontokat csak akkor lehet
felbontani, ha azok 3-nal, illetve 2-nél nagyobbak és ebben az esetben is csak 3, illet-
ve 2 tOobbszoroseire. Ez érvényes az esetleges alternativ megoldasokra is, amelyek a
javitokulcsban megadott megoldastol eltérnek.
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